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@ Nosso conceito primitivo serd o de uma populacio.

o Trata-se de um grupo de organismos (plantas, animais,..)
composto por individuos com comportamento dindmico
equivalente.

o Estes individuos vivem agregados e se reproduzem.

e Note: vamos tratar de populacdes e nao de individuos.

Populacgoes

@ Populacdes crescem ou diminuem por ganharem ou
perderem individuos.

@ O crescimento ou decrescimento pode se dar por nascimento,
morte,
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@ Nosso conceito primitivo serd o de uma populacio.

o Trata-se de um grupo de organismos (plantas, animais,..)
composto por individuos com comportamento dindmico
equivalente.

o Estes individuos vivem agregados e se reproduzem.

e Note: vamos tratar de populacdes e nao de individuos.

Populacgoes

@ Populacdes crescem ou diminuem por ganharem ou
perderem individuos.

@ O crescimento ou decrescimento pode se dar por nascimento,
morte, imigracdo ou emigracgao.

Queremos saber como populacées aumentam e diminuem no tempo,como elas se
distribuem pelo espaco.
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@ Estamos interessados em estabelecer leis que rejam como populagdes mudam no
tempo € no espaco.

R.A. Kraenkel

Populacgoes

@ Comecemos primeiramente nos restringindo a buscar leis sobre as mudagas das
populacdes no tempo. Chamamo-las de dindmicas.

@ Primo: vamos descrever uma populagio pelo nimero de individuos que a compde.

@ Temos o que chamamos de uma populagdo nao-estruturada;
@ em outras instancias encontraremos populacdes com estrutura de idade,
tamanho, género, etc...
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Populacgoes

@ Comecemos primeiramente nos restringindo a buscar leis sobre as mudagas das
populacdes no tempo. Chamamo-las de dindmicas.

@ Primo: vamos descrever uma populagio pelo nimero de individuos que a compde.

@ Temos o que chamamos de uma populagdo nao-estruturada;
@ em outras instancias encontraremos populacdes com estrutura de idade,
tamanho, género, etc...

@ Secondo : precisamos descrever a taxa variacdo temporal da populacdo. Para tal
usaremos derivadas.
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Populacgoes

@ Comecemos primeiramente nos restringindo a buscar leis sobre as mudagas das
populacdes no tempo. Chamamo-las de dindmicas.
@ Primo: vamos descrever uma populagio pelo nimero de individuos que a compde.

@ Temos o que chamamos de uma populagdo nao-estruturada;
@ em outras instancias encontraremos populacdes com estrutura de idade,
tamanho, género, etc...

@ Secondo : precisamos descrever a taxa variacdo temporal da populacdo. Para tal
usaremos derivadas.

@ Terzo : por outro lado, precisamos dizer o que faz com que as populagdes crescam
ou decresgam.
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Populacgoes

@ Comecemos primeiramente nos restringindo a buscar leis sobre as mudagas das
populacdes no tempo. Chamamo-las de dindmicas.

@ Primo: vamos descrever uma populagio pelo nimero de individuos que a compde.
@ Temos o que chamamos de uma populagdo nao-estruturada;
@ em outras instancias encontraremos populacdes com estrutura de idade,
tamanho, género, etc...

@ Secondo : precisamos descrever a taxa variacdo temporal da populacdo. Para tal
usaremos derivadas.

@ Terzo : por outro lado, precisamos dizer o que faz com que as populagdes crescam

ou decrescam. Quais processos bioldgicos sao relevantes?

@ Estes processos bioldgicos precisam ser traduzidos em linguagem
matematica.

Ao igualarmos taxas de variagdo, por um lado, e a tradugdo matemdtica dos processos
bioldgicos que gera estas variagoes do outro lado, teremos equagoes que determinam a
dinamica da populagao.
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Figura: Thomas Malthus, circa 1830
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A lei mais Simples

@ A lei mais simples regendo a evolugdo temporal de uma

populagio:

dN (¢
dt

@ onde N(¢) é o nimero de individuos na populagdo e r é a

taxa de crescimento intrinsico da populacao, por vezes

chamado de pardmetro malthusiano.
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A solucao da equagdo malthusiana é:
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@ A equacdo prevé o crescimento exponencial da populacido no
tempo.
o Serd verdade? )
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o Evidentemente, a previsdo de crescimento exponencial ndo
pode ser verdade de forma absoluta,
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pode ser verdade de forma absoluta, pois terfamos
populacdes enormes depois de um certo tempo
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o Evidentemente, a previsdo de crescimento exponencial ndo
pode ser verdade de forma absoluta, pois terfamos
populacdes enormes depois de um certo tempo ( digamos,
ocupando um espaco maior que a Terra...).
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@ Mas, nos estdgios iniciais de crescimento de uma populagdo
podemos ter crescimento exponencial.
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o Evidentemente, a previsdo de crescimento exponencial ndo
pode ser verdade de forma absoluta, pois terfamos
populacdes enormes depois de um certo tempo ( digamos,
ocupando um espaco maior que a Terra...).

@ Mas, nos estdgios iniciais de crescimento de uma populagdo
podemos ter crescimento exponencial.

@ Em outras palavras: quando a populag@o ndo é muito grande,
a lei malthusiana deve valer.
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o Evidentemente, a previsdo de crescimento exponencial ndo
pode ser verdade de forma absoluta, pois terfamos
populacdes enormes depois de um certo tempo ( digamos,
ocupando um espaco maior que a Terra...).

@ Mas, nos estdgios iniciais de crescimento de uma populagdo
podemos ter crescimento exponencial.

@ Em outras palavras: quando a populag@o ndo é muito grande,
a lei malthusiana deve valer. Quando a populagdo aumenta
muito, algo deve conter a taxa de crescimento.
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o Evidentemente, a previsdo de crescimento exponencial ndo
pode ser verdade de forma absoluta, pois terfamos
populacdes enormes depois de um certo tempo ( digamos,
ocupando um espaco maior que a Terra...).

@ Mas, nos estdgios iniciais de crescimento de uma populagdo
podemos ter crescimento exponencial.

@ Em outras palavras: quando a populag@o ndo é muito grande,
a lei malthusiana deve valer. Quando a populagdo aumenta
muito, algo deve conter a taxa de crescimento.J4 veremos o
que mais adiante.
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Evidentemente, a previsdo de crescimento exponencial ndo
pode ser verdade de forma absoluta, pois terfamos
populacdes enormes depois de um certo tempo ( digamos,
ocupando um espaco maior que a Terra...).

Mas, nos estdgios iniciais de crescimento de uma populagao
podemos ter crescimento exponencial.

Em outras palavras: quando a populagdo ndo € muito grande,
a lei malthusiana deve valer. Quando a populagdo aumenta
muito, a/go deve conter a taxa de crescimento.J4 veremos o
que mais adiante.

Primeiro, alguns exemplos.
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Figura: A populagio dos E.U.A. Até 1920, o crescimento da populagio é bem
aproximado por uma exponencial. Depois, a taxa de crescimento diminui.
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Figura: A populagio da Jamaica apresenta uma taxa de crescimento exponencial entre
1860 e 1951
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Figura: Crescimento de uma populagdo de bactérias (Escherichia coli) em laboratdrio.
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@ Vemos que populagdes podem ter fases de crescimento
exponencial, mas que ao atingir niveis elevados este
crescimento € atenuado.

@ Ou seja, o crescimento sobre uma saturacao.
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@ Podemos nos perguntar se hd uma interpretacdo mais "pé no

Modelos Chﬁo"para r.

Simples I:

Malthus @ Um dos parametros obtidos em laboratério é normalmente o
tempo para que uma populacio dobre: o tempo de
duplicacido.

@ Ou seja, em um tempo T a populacio passa de Vg para 2Ny.
e Ou
2Ny = No¢'T  — r=m2/T

@ Em suma, ha uma relagdo direta entre tempo de duplicagéo e
o parametro Malthusiano r.
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Alguns poréns

@ De forma geral vimos que o crescimento exponencial de uma
populacdo sofre uma saturagao.

@ Mas nao nos iludamos! O mundo tem coisas muito mais
complexas que crescimento e sua saturacao!

@ Apenas mantenhamos na nossa mente que ha padroes de
evolugdo temporal como os a seguir:
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Figura: Populagio de raposas e coelhos num parque nacional americano.
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Figura: Populagio de raposas e coelhos num parque nacional americano.

=-Nao nos esquecamos deste exemplo!.
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Modelos Simples II: equagdo logistica

@ A forma mais simples de incluir um termo de saturacio do
crescimento é modificar a equacido malthusiana :
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Modelos Simples II: equagdo logistica

@ A forma mais simples de incluir um termo de saturacio do
crescimento é modificar a equacido malthusiana :




BIE 5786

R.A. Kraenkel

Modelos
Simples II: a

logistica

Modelos Simples II: equagdo logistica

@ A forma mais simples de incluir um termo de saturacio do
crescimento é modificar a equacido malthusiana :
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e O termo € sempre negativo ( assumimos b > 0),
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Modelos Simples II: equagdo logistica

@ A forma mais simples de incluir um termo de saturacio do
crescimento é modificar a equacido malthusiana :

e O termo € sempre negativo ( assumimos b > 0),=
tende a fazer %’diminuir.
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Modelos Simples II: equagdo logistica

@ A forma mais simples de incluir um termo de saturacio do
crescimento é modificar a equacido malthusiana :

(]

e O termo € sempre negativo ( assumimos b > 0),=
tende a fazer %’diminuir.

@ Para , podemos fazer e

recuperamos a equacio mathusiana.
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Modelos Simples II: equagdo logistica

@ A forma mais simples de incluir um termo de saturacio do
crescimento é modificar a equacido malthusiana :

(]

e O termo € sempre negativo ( assumimos b > 0),=
tende a fazer %’diminuir.

@ Para , podemos fazer e

recuperamos a equacio mathusiana.

@ Qual serd a solugdo desta equagcdo?
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Modelos Simples II: equagdo logistica

(]

A forma mais simples de incluir um termo de saturag@o do
crescimento € modificar a equac¢do malthusiana :

O termo € sempre negativo ( assumimos b > 0),=
tende a fazer ’%diminuir.

Para , podemos fazer e
recuperamos a equacio mathusiana.

Qual serd a solucdo desta equagdo?

A prop6sito, esta equacdo é chamada de logistica, ou de
Verhulst.
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A forma mais simples de incluir um termo de saturag@o do
crescimento € modificar a equac¢do malthusiana :

O termo € sempre negativo ( assumimos b > 0),=
tende a fazer ’%diminuir.

Para , podemos fazer e
recuperamos a equacio mathusiana.

Qual serd a solucdo desta equagdo?

A prop6sito, esta equacdo é chamada de logistica, ou de
Verhulst.
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Equacgdo Logistica

Figura: Pierre-Frangois Verhust, introdutor da equagdio logistica em 1838: “’Notice sur
la loi que la population pursuit dans son accroissement”. Ao seu lado, Raymond Pearl, que
foi o redescobridor da equacéo e seu grande promotor.
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@ Podemos facilmente resolver a equagao logistiica
dN __
% =TN(1 — N/K).

Modelos

Simples II: a

logistica
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Solucao da Equagdo Logistica

@ Podemos facilmente resolver a equagao logistiica

@ = rN(1 — N/K).

@ Basta fazerdt = dN/(rN(1 — n/K)),
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@ Podemos facilmente resolver a equagao logistiica

@ = rN(1 — N/K).

@ Basta fazerdt = dN/(rN(1 — n/K)), integrar e
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Solucao da Equagdo Logistica

@ Podemos facilmente resolver a equagao logistiica

@ = rN(1 — N/K).

@ Basta fazerdt = dN/(rN(1 — n/K)), integrar e obter:
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@ Podemos facilmente resolver a equagao logistiica
@ = rN(1 — N/K).
Sinactos @ Basta fazerdt = dN/(rN(1 — n/K)), integrar e obter:

Simples II: a

logistica

o
N, ()Kert

[K + No(e™ —1)]

N(t) =
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Solucao da Equagdo Logistica

@ Podemos facilmente resolver a equagao logistiica
@ = rN(1 — N/K).
@ Basta fazerdt = dN/(rN(1 — n/K)), integrar e obter:

o
N, ()Kert

[K + No(e™ —1)]

N(t) =

o Eis aqui um gréfico da solugdo para diversos valores de Ny:
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Figura: Evolugdo temporal de uma populacido obedecendo a equacio logistica. Cada
curva corresponde a uma diferente condicao inicial. Vé-se que nao importa qual condi¢io
inicial, parat — oo, teremos N — K
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@ A equacdo
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Em outras palavras...

dN
— =rN(1—-N/K
- =mN(1— N/K)
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@ A equacdo
dN

Modelos E B rN(l ; N/K)
Sill?p!es II: a
logistica tem dois pontos fixos:

e N=0
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@ A equacdo
dN

Modelos E B rN(l ; N/K)
Sill?p!es II: a
logistica tem dois pontos fixos:

e N=0e
o N =K,
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@ A equacdo

dN
Modelos E B rN(l ; N/K)
Simples II: a
logistica tem dois pontos fixos:
o N=0e
o N =K,

@ sendo primeiro instavel e o segundo estavel.
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@ A equacdo

dN
Modelos E B rN(l ; N/K)
Simples II: a
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Mais sobre a equagdo logistica

e O termo quadritico (rN*/K) na equacio logistica

dN
— =rN(1—-N/K
— = N(1 - N/K),

modela a competicdo entre os individuos da populagdo por
recursos vitais.

o Exemplo:
e Espaco,
o Alimentos .

@ Chamamos esta competicao de intra-especifica.
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Num lago com vitdrias régias, evidentemente teremos competicao
por espaco quando chegarmos préximos da capacidade de suporte

do lago:
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A mesma coisa acontece com a cobertura por flores numa
plantacdo em uma 4rea restrita:
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Malthus
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Generalizacoes

Comentarios

O que ficou de
fora

Equacdo logistica

Arvores de clima temperado dependem essencialmente de
nutrientes no solo. A quantidade restrita destes limita a densidade
de 4rvores. Exemplo: Em montanhas altas, a quantidade de dgua
disponivel no solo depende da altitude. Proximo de regioes
suficientemente altas, a 4gua congela e nao estd disponivel para
“consumo”. Abaixo, a linha de drvores nos Alpes:

Treeline A treeline is the area on a mountain where
the trees stop growing from there and up

DT

T
AR h
1"""'&}'\ Theo s,
",',\" ;#v't*
n;';x PR
el S g B UGl

No caso de arvores temos, portanto, uma competi¢ao por
nutrientes.
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Linha das arvores.
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Equacdo logistica

Acima da linha das arvores.
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Nomenclatura

@ A constante K que aparece na equagdo logistica,

dN
— =rN(1—-N/K
— =N(1—N/K)
€ usualmente conhecida por do meio.

@ Como vimos, a populacdo tende ao valor limite K para
grandes tempos.
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Figura: Populacdo da Terra estimada entre -4000 e 2000
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@ Conforme olhemos a populagdo humana em certas escalas de
tempo e espago, veremos diferentes feicdes dominantes.

@ Modelagem matemética sempre € vilida em dadas escalas.
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@ A visdo até aqui desenvolvida considera uma populagdo
independentemente das outras.

@ Sabemos, no entanto, que as mais diversas espécies vivem
em redes interagentes
e Animais competem por alimento
o Espécies se alimentam umas das outras
o Individuos passam de uma classe para outra ( susceptivel,
infectado, recuperado)
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@ Em suma:“a quantidade de ratos depende da quantidade de
gatos que depende da quantidade de cachorros, que...”.

o Tais redes podem ser bastante complicadas.
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o Se ao mesmo tempo (A) nao for presa exclusiva de algum
predador, entdo, (A) se comporta de efetivamente como uma
espécie ndo-acoplada.
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predador, entdo, (A) se comporta de efetivamente como uma
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Figura: Rede tréfica simplificada na regido artica
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Comentdrios II: exemplo

Olobo & um predador generalista mas & uma presa especifica ( do homem).
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Figura: O lobo se alimenta de diversos animais, mas é presa de um
predador especialista. Sua correla,ao com a populacdo de homens é
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Figura: O falcdo é umm especialista. Depende essencialmente da
lebreartica
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Arstc % e o
,“h wiow A lebre se alimentdgle varias espécies
e é predada por diversas espécies.

Figura: A lebre é uma generalista predada por outros generalistas. Um
modelo matematico baseado em uma sé populacio pode ser adequado.
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Modelos discretos no tempo

@ Nos modelos que consideramos, o tempo € continuo. Natural!

@ Isso pressupde que o crescimento ou descrescimento se déem a todo
momento. Continuamente.

@ Mas isso ndo é verdade para todas as espécies.

@ Algumas delas tem geracdes bem definidas.em geral, reguladas por
estacoes.
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